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TRIGONOMETRIA

Fung¢des Trigonomeétricas

As fungdes trigonométricas apresentam uma propriedade muito importante: a periodicidade. E por
1sso que o uso dessas funcdes se da, principalmente em problemas da modelagem de fendmenos
periddicos ou sazonais. Na fisica, por exemplo, as func¢des trigonometricas aparecem no estudo do
movimento harmoénico simples, no movimento circular uniforme e no movimento ondulatério.
Iniclalmente, estudaremos cada funcao padrao, sen(x), cos(x) e tg(x), em seguida suas principais
translacoes.

Funcdo Seno
Ea funcao f: IR — IR definida por {(x) = sen(x) ou y = sen(x):
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Propriedades:

I.  Positiva no 1° e 2° quadrantes, negativa no 3° e 4° quadrantes;

II. Crescente no 1° e 4° quadrantes, decrescente no 2° e 3° quadrantes;

II. Impar, visto que f(- x) = - {(x);

IV. Periddica de periodo 2.

Fungdo Cosseno
E a funcdo f: IR — IR definida por f(x) = cos(x) ou y = cos(x):
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Propriedades:
[.  Positiva no 1° e 4° quadrantes, negativa no 2° e 3° quadrantes;
II. Crescente no 3° e 4° quadrantes, decrescente no 1° e 2° quadrantes;
II. Par, visto que {(- x) = (- x);
IV. Periddica de periodo 2m.



Fungdo Tangente
Ea funcao f: A — IR definida por {(x) = tg(x) ouy = tg(x):
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Propriedades:
[.  Positiva no 1° e 3° quadrantes, negativa no 2° e 4° quadrantes;
II. Crescente em cada quadrante;
II. Impar, pois tg(-x) = tg(x);
IV. Periddica de periodo .

Estudando as fung¢des Cotangente, Secante e Cossecante.
O estudo destas fung¢des pode ser feito atraves das trés funcdes ja estudadas.

Func¢do Cotangente

Lembrando que cotx =

anx podemos concluir que a func¢ao € definida por {(x) = y = cot (x) tem:

Dominio: D(f) =IR—{k.7 , k € Z}, pois a fungao cotangente nao existe quando a tangente € zero
(tgx) = 0).

Imagem: Im(f) = IR, pols a fungao assume esses valores, a partir da imagem da funcao
tangente.

Periodo: P = &, pois a fungao possul mesmo periodo da func¢ao tangente.

Fungdo Secante

Lembrando que secx =

cos X’ podemos concluir que a funcao € definida por {(x) =y = sec (x) tem:

s
Dominio: D(f) = 1R - {E + k. , k € Z}, pois a fungao nao existe quando a fungao cosseno € igual

a zero (cos(x) = 0).

Imagem: Im(f) = {yelR/y <-1ouy=>1l}, pols a funcao assume esses valores, a partir da
imagem da funcao cosseno( [-1, 17).

Periodo: P = 2r, pois a funcao secante tem o mesmo periodo da fungao cosseno.

Funcdo Cossecante

Lembrando que cscx =

seny Podemos concluir que a fungdo é definida por f(x) =y = cossec (x) tem:
Dominio: D(f) = IR — { k.t , k € Z }, pois a fungao cossecante nao existe quando a funcao seno
€ igual a zero (sen(x) = 0).

Imagem: Im(f) = {yelR/y <-1ouy=> 1} pois a fungdo assume esses valores, a partir da
imagem da fungao seno ( [-1, 1]).

Periodo: P = 2, pois a fungdo cossecante tem o mesmo periodo da fungao seno.



Sinais das fungdes trigonométricas

1°Q12°Q |3°Q [ 4°Q
sen | + + - - | cossec
cos| + - - + sec
tg + - + - cotg

Translagdes das fungdes seno e cosseno a partir de suas fungdes padroes.
Esse € o principal motivo de termos definido as funcdes desta forma:
f(x) =a+bsen (cx + d) f(x) =a+bcos (cx +d)
Os parametros a, b, ¢ e d sdo numeros reais e representam:
a — translacao vertical, a fungao sobe (a > 0) ou desce (a < 0) inteira.
b — translagao vertical, um aumento do grafico (b > 1) e a redugao do grafico (0 <b < 1).
Também determina a inversao do grafico (b < 0).
¢ — determina o periodo, quanto maior ¢, menor o periodo e vice — versa.
d — translacao horizontal, o arco somando (d > 0) desloca para a esquerda e reduzindo

\

(d < 0) desloca para a direita.

(-
cada uma das funcodes:
a) y=sen(2x) — D=R Im=[-11] P=nmn

xemplo: Em cada caso a seguir, determine o dominio (D), a imagem (Im) e o periodo (P) de

T VA
b)y:18+6cos(gx—g) —~ D=R Im=[-1854 P=12

X
C) y:2+sen(z) — D=R Im=][1,3] P=4n

d) i®) =tg2x) — D={xeR|x#>+kZcomkez] Imm=R P=>

x
e) f(x):2+tg(§+7'[) — D={xE]R|x¢37”+k3ncomkEZ} Im=R P=3m
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Equag¢des Trigonomeétricas

Quando resolvemos uma equagao trigonometrica, vamos encontrar dois intervalos:
L [0°, 360°] ou [0, 2m]
I Infinitas voltas (IR).

Exemplo: Resolva as equacdes abaixo para as duas condicdes anteriores:
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Inequagdes Trigonométricas
Utilizamos as mesmas regras utilizadas para as equagoes trigonomeétricas.

Exemplo: Resolva as ineqguacdes abaixo para as duas condicoes citadas nas equacoes:

1 = 51
senx>—=>—+2nk<x<?+2nk
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(Observagées que podem facilitar a resolu¢do de equagdes e inequagoes:

Quando as mesmas envolvem seno, devemos fazer sempre a projegac do arco na
horizontal.

Quando as mesmas envolvem cosseno, devemos fazer sempre a projecao do arco
na vertical.

Quando as mesmas envolvem tangentes, devemos prolongar o arco passando
pelo centro da circunferéncia.

Para encontras as determinacgdes, basta, utilizar a regra da reducgao de arcos para
o 1° quadrante.
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EXERCICIOS
1) (PUCRS - 17) A pressao arterial € a pressao 3) (UFRGS — 16) Considere as fung¢des f e g de-

que o sangue exerce sobre as paredes das
arterias. Ela atinge o valor maximo (pressao
sistodlica) quando os ventriculos se contraem,
e o valor minimo (pressao diastélica) quando
eles estdo em repouso. Suponhamos que a
variagao da pressao arterial (em mmHg) de
um cidadao porto alegrense em funcao do

tempo (em segundos) € dada por
P(t) = 100 — 20 cos (%—”t). Diante disso, os

valores da pressao diastdlica e sistolica, em
mmHg, sdo iguais, respectivamente, a

a) 60e 100.

b) 60 e 120.

c) 80e120.

d) 80 e 130.

e) 90e 120.

(UFSC)  Assinale a soma da (s)
proposicao (6es) CORRETA (S). Asma-
res sao fendmenos periddicos que podem
ser descritos, simplificadamente, pela funcao

4)

finidas por {(x) = sen(x) e g(x) = cos(x). O
numero de raizes da equacao f(x) = g(x) no
intervalo de [- 2w, 2] €

a) 3.

b) 4.

c) 5.

d) 6.

e) 1.

(UFRGS - 15) O gréfico da funcgao f, definida
por f (x) = cosx , e o grafico da funcao g,
quando representados no mesmo sistema de
coordenadas, possuem somente dois pontos
em comum. Assim, das alternativas abaixo, a
que pode representar a funcao g e

a) g(x) = (sen x)? + (cosx)?.

b) gx) = %2

c) gx) 2~

d) gx) =logx.

e) g(x) =senx.

. 5) (UPF — 15) A quantidade de solugdes que a
seno. Suponhamos que, para uma determi- 7 o 3 o= 1/2
nada mare, a altura h, medida em metros, equégao tr‘lgonometnca sen X/_ cosx =
. , L o . . admite no intervalo de [0, 3m] é:
acima do nivel medio, seja dada, aproxima-
. a) O.
damente, pela férmula h(t) =8+
4 sen (l t) em que t é o tempo medido em b) &
12°) e ds b c) 4
horas. d) 6.
01. O valor minimo atingido pela mare baixa e) 8.
e 8m.
02. O momento do dia em que ocorre a mare 6) (UFRGS) O numero de solucbes da equacio
baixa € as 12 h. 2cosX = senx que pertencem ao intervalo
04. O periodo de variagao da altura da mare 16T 16T
éde 24 h. g B]el
08. O periodo do dia em que um navio de 10 a) 8.
m de calado (altura necessaria de agua b) 9.
para que o navio flutue liviemente) pode c) 10.
permanecer nesta regiao € entre 2 e 10 d) 11.
horas. e) 12.
GCABARITO
1 2 3 4 5 6
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CORPO DOS COMPLEXOS

O conjunto dos numeros complexos, indicado por C € o conjunto dos pares ordenados de numeros
reais, em que estao definidas as operagoes:
Adicao: (a,b) + (c,d)=(a+c, b+ d).

Multiplicagao: (a, b)(c, d) = (ac —bd, ad + bc).
O par (3, 0) corresponde ao numero real 3.
O par (0, 0) corresponde ao numero real (zero).
Os pares ordenados com o 2° elemento diferente de (zero), por exemplo, (0, 2), (0, 3), (1, 3) sao os
numeros complexos que nao sao reais.

Unidade Imagindria
Criou-se um nome e um simbolo para o numero complexo (0, 1). Ele serd chamado de unidade
imaginaria e indicado por i. Logo:

P2

i“=i-i, ou seja, (0,1)(0,1)=(0-0—-1-1,0-14+1-0)=(-1,0), entio

L=
Poténcias de i

Assim observa-se que ocorre repeticao de valores a cada quatro expoentes. Desta forma, para
determinagao de expoentes na forma in, sendo n um numero natural, vamos utilizar a seguinte regra:

=1 i*=1 |
. . . . 4
l1=l =1 . . _

5

n — ;r .
_6=_1=>l =i, sendo: g
7

= —i

Exemplo: Calcule: i82.

82
Z=20-4+2=>i82=i2=—1

fExemplo: Vil> +i56 + {81 equivale a: N
15
Z=3-4+3=>i15=i3=—i

56
T=14-4+0=>i56=i°=1

81
T =204+l = =i

Logo,
. ST =y T i=Vi=1
(Exemplo: (UFRGS) As raizes da equagao x? — 4x + 13 = 0 sdo:
a) —leb. c) Inexistentes. e) Irracionais.
b) 2 + 3L d) Multiplas.

Pela férmula de Bhaskara, temos

VAN

—(—4)+(-4)2—-4-1-13 4++16 — 52 4++/-36
x = SX=—"Sx=——=%
2-1 2 2
4+./36-(-1) 4++36-V—-1 4+ 6i ,
= Sx=————=x=——>x=2%3

k Alternativa B. )




Forma Algébrica de um Numero Complexo
Todo o numero complexo z = (a, b) pode ser escrito de forma unica:

[z:a+bi]
Onde:

e a ¢ apartereal, Re(z), do complexo;

e Dié a parte imaginaria, Im(z), do complexo;
e aebsdo os coeficientes das partes reais e imaginarias, respectivamente.

[ Exemplos:z=3+41, z1 =0+31, z2=5+01 ]

Analisando um numero complexo atraves de sua forma algébrica, temos que:
[. Numero Real: quando b = 0.
II. Numero Imagindrio Puro: quando a = 0.

III. Numero Imagindrio, ou numero nao real: quando b # 0.

Exemplo: Para que o numero complexo z = (X + 2y) + xi, com y # 0, sejJa um numero
Imaginario puro deve-se ter x igual a?
x+2y=0=>x=-2y

x lgual a:
x+2=0=>x=-2

Exemplo: Para que o numero complexo 2 + (x — 1)1 seja um numero real, deve-se ter x
igual a:

Exemplo: Para que o complexo (x + 2 + 81) seja um numero imaginario puro, deve-se ter ]
x—1=0=>x=1 ]

Igualdade de Numeros Complexos

[ Dois numeros complexos z = a + bi e zI = ¢ + di sdo iguais se e somente se: a=c e b=d. ]

Gxemplo: (PUCRS) O complexo z = (m — 1) + (m + n)i € igual ao complexo 5 + D
Calculando-se n®, encontra-se:
a) 25. b) 16. c) 9. d) 4. e) 1.
Temos,
m—1=5 e m+n=2=>m=6 e 6+n=2>m=6 e n=-—4
Assim,
n?=(-4)2=16

\ Alternativa B. )

Conjugado de um Numero Complexo

Considere o complexo z = a + bl, definimos como seu conjugado z = a — bi.
Observagdo. O conjugado de z € o simeétrico de z em torno do eixo real.




Oposto de um Nimero Complexo

Considere o complexo z = a + bi, definimos como oposto do complexo —z = —a—Dbi.

Observaggo. O oposto de z € o simetrico de z em relacao a origem do Plano de Gauss.

Norma de um Numero Complexo

[ Considere o complexo z = a + bi, definimos como norma de complexo: N(z) = a? + b?

Moédulo de um Numero Complexo

Considere o complexo z = a + bi, definimos como mddulo do complexo, a raiz quadrada

da norma, entdo: p = |z| = {/N(z) = VaZ + b2

(Exemplo: Dado o complexo z = 3 + 41, determine:
a) conjugado: z =3 —4i

b) oposto: —z = =3 —4i
c) norma: N(z) =324+ 42> N(z) =9+ 16 > N(z) = 25

\ d) médulo: p =/N(z) =V25=p=5

~N
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Operagdes com Niumeros Complexos

Adicdo e Subtracao: somam-se ou subtraem-se entre si as partes reals e as partes Imaginarias:

Exemplos:
a) 54+30)+(=2+6i) =(-2)+(3i+6i))=3+9i

b) (7-8i))—(5-2i))=(7—-5)+(-8i+2i)=2-6i

Multiplicagao: aplica-se a distributiva, como se fossem binémios.

Exemplo:
(2+3i)-(5-3i))=2-5-2-3i+3i-5—-3i-3i =10 — 6i + 15{ — 9i2 =
=10+9i—-9-(-1)=10+8i+9=19+8i

Divisao: quando o denominador apresentar “1", multiplica-se e divide-se pelo conjugado do

denominador.
(" Exemplo: )
3+4i 2+3i (3+4i)(2+30) 6+9i+8i+12i2
2-3i 2+3i (2-3D)2+30) 4—9i2 -
6+17i+12(=1) 6+17i—12 —6+17i 6 17,
9 =T 29D  4+9 13 11 )




(Exemplo: (UCS) Multiplicando-se a parte real pelo coeficiente da parte imaginaria dow
5-i
complexo =i resulta o produto:
a) 1,65 b) 1,55. c) 1,45. d) 1,35 e) 1,25
Primeiro reduzimos esse complexo:
5-i i 5i—i* 5i—(-1) 5i+1 1 5
20 i 22 2(-1) =2 T 27 72f
Multiplicando-se (-1/2) por (-5/2), temos
1 ( 5) 5 125
2\ 2) 4 7
Alternativa E.
. J

Representagdao Geomeétrica e Forma Trigonométrica ou Polar de um Numero Complexo

Considere o complexo z = a + bi, entdo: 4 Im(z)

b
sena = E = [b = p-sen a] b P(a,b)

a
Cosa=—=>[a=p'cosa] >
p a Re(z)

Para escrever um complexo definido em sua forma algébrica z = a + bi, na forma trigonomeétrica ou
polar, devemos escrever os coeficlentes, das partes reals e ilmagindrias, em funcao do seu

argumento.
. . . )
Exemplo: Escreva o numero complexo z = 1 + 1, na sua forma trigonomeétrica ou polar.
a=1e b=1=2p=yJa2+b2=V1+1=p=+2

1 V2 V2 T

coOsa =—==>cosa =——=>arccos—=a =>a =45° ou a=—

V2 2 2 4

Logo, z pode ser escrito como
z=a+bi=(pcosa) + (psena)i = z = (V2 cos45°) + (V2 sen45°)i
Vs s
=>z= \/Z(COS—+ i sen—)

\. 4 4 J

1+i N\

Exemplo: Escreva o numero complexo z = —— na forma trigonometrica.
i

Primeiro reduzimos esse complexo:

1+i i i+i? i—1 ,
Z = ; .Z= 2 = 1 =1—l:)a=1eb=_]_:p= ,a2+b2=‘/1+12p=\/§
-1 V2 V2 T
sena =—=>sena=——>arcsen———=a=>a = —45° ou a=——
V2 2 2 4

Logo, z pode ser escrito como
z=a+bi=(pcosa)+ (psena)i = z = (V2 cos —45°) + (V2 sen —45°)i
>z= ﬁ(cos—z+i-sen—z)
- 4 4




Exemplo: Escreva o numero complexo z = 4 (cos 2n/3 + 1 sen 2r/3) na forma algeébrica.

_4 _2m
p= e a—3
2m 1
a=pcosa=>a=4cos?=>a=4-(—§>=>a=—2

21 3
b=psena:b=4sen?=>b=4-g=>b=2\/§

Logo, z pode ser escrito como

\ z=a+bi=z=-2+2V3i Y.
Exemplo: Escreva o complexo z = - 1 + i, na forma trigonométrica ou polar. A
a=-1e b=1=2p=+yJa2+bh2=V1i+1=2p=12
1 V2 V2 3m
cosa =—==>cosa =—=>arccos—=a > a = 135° ou a=—
N 2 2 4

Logo, z pode ser escrito como
z=a+bi=(pcosa)+ (psena)i =z = (\/i cos 135°) + (\/fsen 135°)i

3 3
>z = ﬁ(cos—+i-sen—)

. 4 4 y,
é Exemplo: Escreva o complexo z = -1 —1, na forma trigonometrica ou polar. )
a=-1e b=-1=2p=ya?2+b2=\V1+1=p=12
1 V2 V2 3
cosg =——==cosa=——=arccos——=a>a =—135° ou a=——
V2 2 2 4
Logo, z pode ser escrito como
z=a+bi=(pcosa)+ (psena)i = z
= (V2 cos —135°) + (V2 sen —135°)i
3 3
=>Z=\/§(cos—z+i-sen—z)
. J

Operagdes com Numeros Complexos na forma Trigonomeétrica ou Polar

Para definir as operacdes vamos considerar os complexos z; = |z;|(cosf8; +i-senb;) e

zy = |z,|(cos B, +i-senb,).

Multiplicacdo: multiplicam-se os modulos e somam-se os argumentos. Entao:

[ Zy* Zy = |z4||z,5|(cos(8, + 6,) +i-sen(8; + 6,)) ]

Divisao: dividem-se os modulos e subtraem-se os argumentos. Entdo:

21 |24 |

= cos(6; — 6,) +i-sen(6, —6,))
Z, |Z2|( (1 2) 1 2

Potenciacao: eleva-se o modulo ao expoente desejado e multiplica-se 0 argumento pelo expoente.
Entao:

[ 27 = |z,|"(cos(n - 6,) + i - sen(n - 6,)) ]




(Exemplo: Dados z = 4(cos 135° + 1.sen 135°) e w = 2(cos 45° + 1.sen 45°), determinara
forma algébrica de:
a) z.w=
z-w = |z||w|(cos(8; + 6,) +i-sen(6; + 6,))
=>z-w=4"-2-(cos(135°+ 45°) + i sen(135° + 45°))
=>z-w=28-(cos180°+i-sen180°)
>zw=8(-14i-0)=>z-w=8-(-1)=>z-w=-8
b) z/w=
|z|

Z .
o m (cos(8; — 6,) +i-sen(8; —6,))

z 4
= ~=3 (cos(135° — 45°) + i -sen(135° — 45°))
VA VA
=>—=2-(c0os90°+i-sen90°) > —=2-(0+i-1)
w w

Z . Z .
>5—=2"i>—=1
w w

z" = |z|™(cos(n-6;) +i-sen(n-6,))
= z3 = 43(cos(3 - 135°) + i - sen(3 - 135°))
V2o ﬁ)

= z3 = 64 - (cos405° + i - sen 405°) = z3 = 64-<7+l-7

\ = 2% = 32v2 +322i = 73 = 32V2(1 + 0) Y,

Radiciagdao de Complexos

Qualquer numero complexo z, ndo nulo, admite n raizes distintas. Todas tém modulo igual a /|z| e
seus argumentos formam uma (PA) de primeiro termo 6/n e razao 2r/n. Todo o numero complexo
w, tal que w" = z € chamado e raiz enésima de z. Estas raizes podem ser obtidas atraves da formula:

. 0 + 2km _ 0 + 2km
we =4/p- [cos <T> +i-sen (T)]

Ondek=0,1,2,3,...(n—1)ennatural, n> 1.

Observagoes que podem a facilitar a determinagao dessas raizes:
[. Todas estas raizes possuem mesmo modulo;
II. Asraizes sdo os vértices de um poligono regular de n lados;
Il. As raizes complexas sdao sempre conjugadas, duas a duas;
IV. Este poligono regular de n lados € inscritivel em uma circunferéncia de raio igual
ao modulo, e centrada na origem.

Equagdes e Inequagdes Envolvendo Médulo
Normalmente sdao questdes de resolugdo geometrica, neste caso, simplesmente resolvemos atraves
da representacao geometrica no plano de Gauss.



1)

2)

3)

4)

EXERCICIOS
8) (UFSM) O valor de a para que o quoclente

(UPF — 16) O numero complexo z, tal que
5z +z =12+ 16i, é igual a:

a) —2+2i

b) 2-3i.

c) 3+i.

d) 2+4i.

e) 1+2i

(PUCRS — 15) Uma das solugdes apresenta-
das por um software para V1 em C éi. O me-
nor valor possivel paran e

a) 2.

b) 3.

c) 4.

d) 5.

e) 6.

(PUCRS - 15) Foi construido, no plano de
Argand Gauss, um poligono cujos vertices
estdo sobre as raizes
p(z) = z*— 16 em C. A area desse poligono,
em unidades de drea, é

a) 64.

b) 32.

c) 16.

d) 8.

e) 4.

do polinémio

(ULBRA - 15) Considerando o plano de Ar-
gand-Gauss, o0 afixo do numero complexo
z = (1 +1)® & um ponto:

a) Do terceiro quadrante.

b) Do segundo quadrante.

c) Do primeiro quadrante.

d) Do eixo real.

e) Do eixo imaginario.

2a+3i

dos complexos — seja um numero real
e:

a) —3/2.

b) -2

c) —3/4.

d) -3.

e) 2.

6) (UFRGS) Considerez; =-3+2iez; =4 +1.

A representacao trigonometrica de z; + 7, €
s . T
a) (cos— + lsen—).
4 4
b) \/f(cos% + isen %)
3r . 3m
C) (cos— + tsen—).
4 4
7 : 7
d) \/f(cos%T + lsenf).

T 7T
e) (cosT + LSE’TIT).

CABARITO
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POLINOMIOS E EQUACOES ALGEBRICAS

Polinémios em uma Variavel
Polinémio de grau n € uma fungao definida para P: C — C, onde todos os expoentes devem ser
numeros naturais, ou seja, n € N.

[ Exemplo: P(x) = -10x5 + 2x° + 6x2 -Tix + 10. ]

Observaggo:
As expressdes X 2 + 2x + 4 e x1°0 + 3x2/3 nio representam um polindmio, pois
em cada uma delas ha pelo menos um expoente que nao € um numero natural.

Conceitos Importantes:

Grau de um polinémio: € o expoente maximo de x no polinémio, dentre os termos de coeficientes
nao nulos. Representa-se por gr(P).

Coeficientes de um Polindmio: sao numeros € C que acompanham a variavel.

Termo Independente de um Polinémio: € um numero € C, que acompanha a variavel x elevada ao

expoente 0(zero).

Observacgao:
Polinémio constante € todo aquele formado apenas pelo termo independente.

Valor Numeérico de um Polinémio: € o valor que se obtém substituindo — se todos os x do polinémio

por um numero qualquer k € C.

Raiz ou Zero de um Polindmio: é o valor de x que anula o polinémio, ou seja, P(x) = 0. E o ponto onde

a funcao polinomial intercepta o eixo das abscissas. O numero de raizes de um polinémio € dado
pelo seu grau.

Observacgao:
e Asraizes de um polinémio podem ser reais ou lmaginarias.
e Entdo, a € raiz de um polinémio se, e somente se P(a) = 0.

Polinémios Idénticos: dois polindémios sao ditos idénticos quando:
I. Possuem mesmo grau.
II. Possul coeficientes respectivos a mesma parte literal iguais.

Polinémios Identicamente Nulos: possuem todos os coeficientes iguais a zero. Nao possuem grau.

Sao indicados por P(x) = 0.



Divisao de Polinbmios

L Metodo da Chave
Dada uma func¢ao polinomial P(x), chamada dividendo e a fun¢ao polinomial ndo identicamente nula
D(x), dividir P(x) por D(x) é obter uma funcao polinomial Q(x), chamada quociente, e a funcao
polinomial R(x), chamada resto tal que: P(x) = Q(x).D(x) + R(x), em que:

P(x) D(x) P(x) = D(x).Q(x) + R(x)
Q(x) grmax [R(x)] = gr[D(x)] - 1
R(x)
IL. Dispositivo Pratico de Briot — Ruffini

Vamos usar este dispositivo somente para a divisao de um polindémios P(x) por um divisor que
apresentar grau igual a 1.

ﬁixemplo: Dividir 2x* — 6x° + 4x — 7 por 2x + 2, utilizando o método da chave. \
Pelo metodo da chave
2x'—6x3+4x—7 | 2x+2
—2x* — 2x3 x3 —4x? +4x -2
—8x3 +4x—7
+8x3 + 8x?
8x% +4x —7
—8x% — 8x
—4x -7
4x + 4
N - Y

Im. Teorema do Resto
Sejam a e b constantes quaisquer. O resto da divisao de um polinémio P(x) por ax — b € igual ao valor
numeérico da raiz do divisor no polinémio, ou seja,
R(x) = P(raiz do divisor(ax — b)).

IV. Teorema de D’Alembert
Sejam a e b constantes quaisquer. Um polindmio P(x) € divisivel por ax — b se, e somente se,
P(raiz do divisor(ax — b)) = 0.

V. Divisao de um Polinémio pelo produto (x —a)(x —b)
Sejam a e b constantes quaisquer, com a # b. Um polindmio P(x) € divisivel por (x —a) e (x—b) se, e
somente se, P(x) e divisivel pelo produto (x —a)(x —b).



Gxemplo: Para que valores de m e n, respectivamente, o polindmio P(x) = x° — mx* + nxm
—2x%+ 10x — 12 é divisivel por (x — 2) (x — 3):
a) Seb. b) 6eb. c) 2ed. d) 3e?. e) 4eb.
Como P(x) é divisivel por (x — 2)(x - 3), entao 2 e 3 sao raizes de P(x):
25-m-2*+n-23-2-224+10-2-12=0=32-16m+8n—-8+20—-12=0
>8n—-16m=-32=>n-2m=—4
3% -m-3*+n-32-2-32+10-3-12=0>243-81m+27n—18+30—-12=0
=2/n—81lm=-243=>n—-3m=-9
Com isso, temos o sistema
{n—2m=—4=>{ n=2m-—4 {n=2m—4=>{n=2-5—4=>{n=6

n—3m=-9_Um-4-3m=-9_"1—-m=—5

\ Alternativa A. )

Equagdes Algébricas

Obtemos uma equagao algebrica quando queremos resolver P(x) = 0. Um polindmio P(x) de graun
apresenta exatamente n raizes complexas (reals €/ou nao reais), quando P(x) = 0. Resolver uma
equacgao polinomial significa achar suas raizes.

Exemplo: Seja P(x) = 4x — 8, quando P(x) = 0O, temos uma equacao de grau l, que
apresenta exatamente 1 raiz.

Exemplo: Seja Q(x) = x%— 5x + 6, quando Q(x) = 0, temos uma equagdo de grau 2, que
apresenta exatamente 2 raizes.

Teorema da Decomposi¢ao
Todo o polindmio de grau n, comn > 1 pode ser escrito na forma de produtos de fatores do 1° grau:
P(x) =a(x—-x1)(x—x2)(x —x3)...(x —xn), onde x1, x2, X3, ... xn sdo todas as raizes de P(x).

Exemplo: Escreva a equagao x* —x — 6 = 0 na sua forma fatorada.
(x=3)(x+2)

Multiplicidade de uma raiz
E a quantidade de vezes que a raiz anula a equacao polinomial. As raizes de uma equagao polinomial
podem ser todas distintas ou nao.

Exemplo: Determine o grau, e as raizes da equagdo (x — 1).(x — 2)2.(x—3)* = 0.
Crau:1+2+3=6
Raizesix=1,x=2ex=3

Raizes Imagindrias

Se 0 numero complexo z = a + bl é raiz de uma equagao polinomial com coeficientes reais, entao o
conjugado z = a — bl também € raiz dessa equagao. Portanto, o numero de raizes nao reais de uma
equacao polinomial de coeficientes reais € necessariamente par.

Atencgéo!
Se uma equagao polinomial de coeficientes reais tem grau impar, entao essa
equacao admite pelo menos uma raiz real.




Exemplo: Qual € o menor grau possivel de uma equagdo polinomial P(x) = 0 de
coeficientes reais que possul como raizes simples 0s numeros 8 e 2 + 1, € como raiz
dupla - 31

No minimo grau 4, pois temos (x — 8)(x — (2 + 1)) (x + 31).
G 4

Teorema das Raizes Racionais

Seja p/q com p e g inteiros e primos entre si e g # 0. Se p/q € raiz de uma equagao polinomial, com
coeficientes inteiros, entdo p € divisor do termo independente e g € divisor do coeficiente que
acompanha x de maior grau.

Exemplo: Determinar todas as raizes racionais de 3x° — 6x? —x + 2 = 0. A
Fatorando o polindémio, temos
(x—2)(V3x+1)(V3x—1) =0
Asraizes sao:
x=2 x=—i=—ﬁ x=i=ﬁ
q ' i3 33 J

Numero de Raizes Nulas
O numero de raizes nulas de uma equacao algebrica de termo independente nulo € igual ao menor
expoente de x.

Exemplo: Determine a quantidade de raizes nulas da equagao x°® + 2x°—5x2 = 0.
Colocando x em evidéncia, temos x?(x* + 2x — 5) = 0.
Logo, temos 2 raizes nulas, poisx2 =0=x-x = 0.

Relagdes de Girard
Relacionam os coeficientes da equagao e suas raizes.

Equacdes de grau 2:
S=x1+x2=——
ax’?+bx+c=0> &
P=xx,=-
1742 =
Equacdes de grau 3:
b
S:x1+x2+x3=_a

c
ax3+bx*+cx+d=0= P1:x1-x2+x1-x3+x2-x3=5

d
k P=x1'x2'x3=—a

Exemplo: Sendo a, b e ¢ as raizes da equagao 2x® + 6x% — Tx — 12 = 0, determine
l/a+ 1/b + 1/c. Pela Relagdo de Girard,

a+b+c=3 7
7 1+1+1_bc+ac+ab_ 7 71_ 7
abtac+bc=—-5 e ot ST T TeT 2% 12
abc =6




ﬂixemplo: Se o produto de duas raizes da equacdo x® + kx? + 2x — 6 = 0 & 3, o valor deh

e

a) -3/2. b) -3. c) 3. d) 3/2. e) 2.
Pela Relacao de Girard,

X1+ x, +x3 =k
{xl-x2+x1-x3 +xyx3 =2
X1'X3'X3 =26
Tomando x; - x, = 3, temos

x1+x2=—k—2

x1+x2+x3=—k x1+x2=—k—2 1
{3+X1'X3+x2'x3:2:>{X1'2+x2'2:_1$ x1+x2:—z
3'X3:6 x3:2 x3:2
k-2 ! k > k >
D —K—s2s2=—=—=2—K==—>= = — =
2 2 2

\ Alternativa A. )

Créficos de Polinémios
Varios elementos podem ser identificados nos graficos das fun¢des polinomiais.

Y A

tind

S %

raizes

Termo Independente: € o ponto onde a fungao intercepta o eixo das ordenadas(y). (0, tind)
Raizes: os valores de x onde a funcgao intercepta o eixo das abscissas. (raiz, 0)

Multiplicidade das Raizes Reais
Podemos identificar o estilo de tragado, das raizes com multiplicidade par ou impar.
ltiplicidad
muitiplicidade par raiz 5imp|E5
1¥r L
Y4

W

K'\f

Desta forma observamos que, as raizes de multiplicidade par sao sempre tangentes ao eixo dos X, e
as Raizes de multiplicidade impar cruzam o eixo dos X.



Crau das fungdes polinomiais

CGrau do polindmio € par: a fungao comega e termina com o mesmo sinal.

Crau do polinbémio € impar: a funcao comecga com um sinal e termina com sinal contrario.

a=0 a<0
‘f!'; ":If F
: +
grau par > >
¥ X
a=0 a=0
1:I|r.|”|. T F
+
+
grau impar
X ¥

figura.

L i

L

1

A expressao que pode representar o polinémio p(x) €:
a) x(x-1)4 c) x(x-1). e) x*(x-1).
b) x(x-1)% d) x¥(x-1).
Pelo Teorema da Decomposicao, temos duas raizes na figurax=0ex = 1,
P(x)=alx—x)x—x)=>Px)=al(x—-0)(x—1)
Todas as alternativas mostram que a = 1, logo

P(x)=x(x—-1)
\ Alternativa C.

Exemplo: (UFRGS) O conjunto {(x, y) E R X R /vy = p(x)} esta representado pela curva%

/




1)

2)

3)

4)

5)

EXERCICIOS

(PUCRS - 15) Se p(x) = ax® +bx® +cx +d, 6)
onde a, b, ¢, d sdo numeros reais, e sabendo
que p(x) é divisivel por x + 1, podemos afir-
mar que:

a) atc>b+d

b) a+c=b+d

c) atc<b+d

d a+tb+c+d=0

e) atb+c+d=1
[y,

(UPF - 15) Se o polindmio P(x) = x* — 2x% + mx
+ p é divisivel por D(x) = x* + 1, o valor de
m-pé

a) —3.

b) - 1.

c) O.

d) 2.

e) 3.

(UCS) Dado o polinémio P(x) = 4x® — 5x? — 2x
— 8, o valor de P(3) + P(2) &: 8)
a) 59.
b) 56.
c) 49.
d) 46.
e) 39.

(PUCRS) A igualdade
2x—4 A B
2 = +
x—1 x+1 x-1
€ verdadeira para A e B, respectivamente 9)

lguais a,
a) le-1.
b) -lel.
c) 3e—-1.
d -3e-1.
e) 3el.

(UFRGS) Se P(x) e Q(x) sao polinbémios de

(UFRGS - 17) Considere o polindmio p defi-
nido por p(x) = x2 + 2(n + 2)x + 9n. Se as rai-
zes de p(x) = 0 sdo 1guais, os valores de n sao

a) led.
b) 2e 8.
c) —led
d) 2e4.
e) le-4

(PUCRS - 17) Os polinémios p(x), q(x), {(x),
h(x) em C, nessa ordem, estao com seus graus
em progressao geometrica. Os graus de p(x)
e h(x) sao, respectivamente, 16 e 2. A soma do
numero de raizes de g(x) com o numero de
raizes de f(x) €

a) 24.

b) 16.

c) 12

d) 8.

e) 4.

(UFRGS - 15) Considere o polinémio
pXx) =x*+2x*-Tx2-8x +12.Sep(2) =0e
p(- 2)= 0, entao as raizes do polindémio p(x)
sao

a) -2,0,1e2.

b) -2,-1,2e3.

c) -2,-1,1e2.

d) -2,-1,0e2.

e) -3,-2,1e?.

(UFRGS — 11) Um polinémio de 5° com coefi-
clentes reais que admite 0s numeros comple-
x0s — 2 +1e | — 21 como raizes, admite

a) no maximo mais uma raiz complexa.

b) 2—-ie—-1 + 2i como raizes.

C) uma raiz real.

d) duas raizes reais distintas.

€) trés raizes reais distintas.

graus respectivamente iguais an e am, entdo 10) (UFRGS) Se a e b sdo asraizes da equagao 2x%?

o graude 2(x - 1)%P(x).0(x) é:
a) l2nm.
b) 12nm*
c) 3nm*.
d) 3+n+m.
e) 3+n+m*

—-2mx +m?=0comm#0entdo 1/a + 1/b vale:
a) m’.
b) m.
c) l/m.
d) 2/m.
e) m-2.



11) (UFRGS) A equacgédo x* - 6x° + 22x + 15 = 0 possui
a) todas as raizes irracionais.
b) todas as raizes imaginadrias.
c) todas as raizes naturais.
d) duas raizes irracionais e duas rafzes racionais.
e) todas as raizes inteiras.

12) (UFSC — 18) Guardadas as condigdes de existéncia, determine o valor numeérico da expressao
para x = 343.
(51x*y + 51xy*) - (mx — 2m + nx — 2n) - (x? — 4)
(x3 —4x2 4+ 4x) - (17my + 17ny) - (x? — xy + y?) - (69x + 69y)

GABARITO
6 | 7 | 8 | 9 |10] 11 | 12
B|A|C|c|D|A|C|E|cCc]|D]|E/|Q@s

Do
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I
(6]




	Livro Marketing Digital Inovação Moderno Azul Preto (210 x 297 mm).pdf
	Fichário1.pdf
	03-funcoes-trigonometricas.pdf
	03-funcoes-trigonometricas-exercicios.pdf
	05-corpo-dos-complexos.pdf
	05-corpo-dos-complexos-exercicios.pdf
	06-polinomios-e-equacoes-algebricas.pdf
	06-polinomios-e-equacoes-algebricas-exercicios.pdf




